
为什么控制振荡，就能得到逐点收敛？
如果在一个正测集上，序列始终还有一定幅度的跳动，就能选出越来越多的时间

段，使每段都贡献固定的平均振荡。总量因而至少线性增长。如果已知它最多按平方
根增长，两者便矛盾。
讨论范围。本文完整展开的是文献 [1] 的 Lemma 3.6，见原稿 PDF 第 9 至 10 页。它
是抽象的测度论引理，不需要混合性。把它用于三重平均所需的振荡估计，是另一个
上游输入；本文不替代对该输入及相关文稿的审查。

先把命题写准
设 (X,F , µ)是概率空间，Z0, Z1, . . .是一致有界的可测复值函数。下面的引理说明，一
项对所有分块都成立的振荡界足以推出逐点收敛。
引理。假设存在常数 C ≥ 0，使每个正整数 w和每组确定的整数端点

0 ≤ k1 < · · · < kw+1

都满足
w∑
i=1

∫
X

max
ki≤ℓ≤ki+1

|Zℓ(x)− Zki(x)|dµ(x) ≤ C
√
w. (1)

则 Zk(x)在一个可测满测集上收敛。
“确定的端点”指同一组端点用于全部 x。常数 C 不能随端点或块数 w 改变。引

理没有给出收敛速度，也没有识别极限值。

证明的六个步骤

1. 用尾部直径记录不收敛
定义

ω(x) = lim
K→∞

sup
p,q≥K

|Zp(x)− Zq(x)|. (2)

尾部上确界随 K 递减，且有界，因此极限存在。它是可测函数，因为这里只用了可数
个可测函数的上确界与极限。条件 ω(x) = 0恰好表示该点的序列满足 Cauchy 条件。

2. 把不收敛统一成一个固定尺度
反设 µ({ω > 0}) > 0。由于

{ω > 0} =
∞∪

m=1

{ω > 2/m},

可以选取 δ > 0，使
E = {x ∈ X : ω(x) > 2δ}, d = µ(E) > 0.

这一步把“不同点可能以不同幅度不收敛”，变成“在同一个正测集上，都还有超过
2δ的尾部振荡”。
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3. 从任意起始时刻都能找到一次跳动
对任意确定的整数 K ≥ 0，三角不等式给出

sup
p,q≥K

|Zp(x)− Zq(x)| ≤ 2 sup
ℓ≥K

|Zℓ(x)− ZK(x)|.

因此，对每个 x ∈ E 都有

sup
ℓ≥K

|Zℓ(x)− ZK(x)| ≥
ω(x)

2
> δ. (3)

换句话说，如果所有后续值都离 ZK(x)不超过 δ，任意两个后续值就不会相距超过 2δ。

4. 选择一个对所有点共用的有限终点
当整数 L → ∞时，有限最大值

MK,L(x) = max
K≤ℓ≤L

|Zℓ(x)− ZK(x)|

单调增加到式 (3) 左侧。由单调收敛定理，

lim
L→∞

∫
X

MK,L dµ =

∫
X

sup
ℓ≥K

|Zℓ − ZK |dµ ≥ δd.

所以可以选出一个确定的整数 L > K，使∫
X

max
K≤ℓ≤L

|Zℓ − ZK |dµ ≥ δd

2
. (4)

这里不要求每个点在同一个 ℓ跳动。每个点在这个有限块内各取最大值，最后再积
分。终点 L是根据积分选出的一个整数，不是依赖 x的随机端点。

5. 重复选择，得到线性下界
从 k1 = 0开始，在第 i次选择中令 K = ki，再按式 (4) 选取 ki+1 = L > ki。这样

得到一组确定的端点，而且每一块的积分振荡都至少为 δd/2。前 w块因此满足
w∑
i=1

∫
X

max
ki≤ℓ≤ki+1

|Zℓ − Zki |dµ ≥ wδd

2
.

6. 与平方根上界比较
将这个下界与假设 (1) 比较，得到

wδd

2
≤ C

√
w, 即 √

w ≤ 2C

δd
.

由于 C, δ, d已经固定，取足够大的整数 w 就产生矛盾。因此 µ({ω > 0}) = 0。在可测
满测集 {ω = 0}上，序列是 Cauchy 序列。复数空间完备，故序列在该集合上收敛。□
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存在极限与识别极限
这个证明把逐点不收敛转化成一个可积分、可估计的代价。关键是上界比块数的线性
增长慢，而不仅是 √

w 的具体形式。原文的调和分析工作负责提供统一的振荡界；上
面的证明说明，有了这项界之后，怎样得到几乎处处收敛。
随后仍需单独识别极限。例如，设一个有界平均序列 AN 已经几乎处处收敛，并且

另有 AN → c于 L2的结论，其中 c是常数。下面直接说明，怎样从 L2收敛选出一个几
乎处处收敛到 c的子序列。

选取严格递增的 Nj，使∫
X

|ANj
− c|2 dµ ≤ 2−j, j ≥ 1.

由 Tonelli 定理，非负项可以交换求和与积分，因而∫
X

∞∑
j=1

|ANj
− c|2 dµ =

∞∑
j=1

∫
X

|ANj
− c|2 dµ ≤

∞∑
j=1

2−j = 1.

所以该级数几乎处处有限，其各项便趋于零，即 ANj
(x) → c几乎处处。在全序列与这

个子序列的两个满测收敛集的交集上比较，就知道全序列的逐点极限也等于 c。
单靠上述子序列论证，不能保证全部 N 的收敛。振荡控制补上的，正是全序列不

再反复跳动这一环。

换一个条件，检验理解
问题。把式 (1) 右侧的 C

√
w改为 Cw，还能推出收敛吗？

不能。取
Zk(x) = (−1)k,

与 x无关。这个序列不收敛。但任意整数块 ki < ki+1都包含 ki + 1，故
max

ki≤ℓ≤ki+1

|(−1)ℓ − (−1)ki | = 2.

概率空间的总测度是 1，所以 w 块的积分和恰为 2w，满足 Cw 型界，其中 C = 2。原
证明需要让线性下界超过上界；如果上界本身允许线性增长，这个矛盾就消失了。
再问一句。如果常数 C 可以随每组选出的端点任意变化，证明在哪一步失效？第 6 步
不能再把一个固定的 C 与任意大的 w 比较。因而，对所有端点及所有块数的统一性，
是假设的实质内容。

来源与边界
[1] OpenAI. Triple Ergodic Averages with Distinct Integer Slopes. 2026‑10‑04 版
本，PDF第 9 至 10 页，Lemma 3.6。标题可点击访问原稿。

本文是该步骤的逐步阐释，展示了常数、端点与零测集的作用。这类由振荡推出
收敛的方法有既有文献背景，不将这个抽象引理说成新稿独创。这里的核查只覆盖上
述逻辑，不等于认证上游调和分析估计、原稿全部依赖或一般多重遍历猜想。实际读
者的学习效果仍待检验。
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